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重回帰分析とは？

目的変数(従属変数)の変動を2つ以上の説明変数(独立変
数,ダミー変数でもよい)の関係式で説明する為に用いる分析
法。もしくは、目的変数に強い影響力をもつ説明変数を探す
ための分析法。

y^ = a + b1x1 + b2x2 + ・・・・ + bnxnと仮定

y^ は目的変数の予測値 aは切片 bは偏回帰係数
上の線形式をデータにあてはめて最も良く適合する定
数項(a, b)を求める
以下では説明変数が2つの場合について考える。

3変数の回帰方程式

3変数の回帰方程式 y^ = a + b1x1 + b2x2は平面
を表す(回帰平面)。

最も適合する回帰式を求めるために

最も適合するということは実測値yと予測値y^との誤
差(残差 e)が全体として最小になるということ。

昨年度の栗本さんの発表資料から転載

最小二乗法

単回帰分析と同様に最小二乗法を用いて
ei = yi - y^ = yi - (a + b1x1 + b2x2)の平方和が最小に
なるような定数項を求める。

誤差の平方和Q = ∑[yi - (a + b1x1 + b2x2)]2



例えば・・・涌井・涌井(2002)より

生産性を目的変数、投資額と事務員数を説明変数とする
回帰式を求めてみる。

営業所 投資額(百万) x1事務員数 x2 生産性(千万) y

1 3 4 28

2 7 5 48

3 4 3 30

4 6 2 30

5 5 1 24

平均 5 3 32

回帰方程式の求め方

Q = ∑(yi - y^)2に各データを代入し、展開して整理

Q = 5{a - (32 - 5b1 - 3b2)}2 + 10{b1 + 1/10b2 - 4}2 + 99/100 (b2
- 140/33)2 + 3412/11
a-(32 - 5b1 -3b2) = 0,  b1 + 1/10b2 - 4 =0, b2 - 140/33 = 0 の
関係式を満たすa, b, cを計算する。

y^ = 46/33 + 118/33x1 + 140/33x2となる。

回帰方程式の解釈

a-(32 - 5b1 -3b2) = 0 を変形すると32 = a + 5b1 + 3b2となる。

上記の表を見てみると・・・
生産性の平均 = a + b1(投資額の平均) + b2(事務員数の平均)
つまり、各変数の平均は回帰方程式を満たす

y- = a + b1x1
- + b2x2

-

回帰平面は分布の重心(y-, x1
-, x2

-)を通過する。

回帰方程式の解釈

y^ = 46/33 + 118/33x1 + 140/33x2

投資額x1を100万増やせば生産性が3576万向上する。

説明変数が１単位増加したときに目的変数がどれだけ
増加するかを知ることができる。

偏回帰係数は他の説明変数が変化しないときにある説
明変数の変化によってどれだけ目的変数が影響される
かを示す。

予測値と実測値の関係

目的変数 y の平均 = 予測値 y^ の平均

残差 e の平均 = 0

実測値 y の分散 = 予測値 y^ の分散+残差 e の分散
が成り立っている。

回帰方程式の予測の精度を考える1

データがすべて回帰平面上に分布していれば完
全な予測が可能

一方、回帰平面を中心として球状に分布してい
れば、そのような場合データを回帰平面で代表
させることは無理がある。



回帰方程式の予測の精度を考える1

Sy
2 = Sy^

2 + Se
2 

Se
2 = 1/(n-1)∑(ei - e-)2

e- = 0より
=1/(n-1)∑ei

2

=1/(n-1)Q

回帰方程式は予測値の分散が最大になるように定めら
れている。

回帰方程式の予測の精度を考える1

実測値の分散Sy
2は予測値の分散Sy^

2 (回帰方程式では
最大)と残差の分散1/(n-1)Q(回帰方程式では最小)の和
になっている。

Sy^
2／ Sy

2は回帰方程式の当てはまりの良さを表現して

いると考えられる。

Sy^
2／ Sy

2を決定係数R2と呼ぶ(0 ≤ R2 ≤ 1)。

回帰方程式の予測の精度を考える1

決定係数が1に近ければより回帰平面に近似す
る分布を取る。

決定係数が0に近ければ球状の分布を取る。

回帰方程式の予測の精度を考える2

一般に2つの変数(ここでは予測値と実測値)が密接に関
係しているかどうかは相関係数を見れば知ることができ
る。

rxy= Sxy/SxSy     (-1 ≤ rxy ≤ 1)
２つの説明変数x1, x2を適当に合成した変数w = a + px1
+ qx2を作り、実測値yとの相関係数rwyを求める。

Pとqを適当にあてはめてrwyが最大値を取るような合成
変数wを求めると、pとqはそれぞれ回帰式の係数と一致
する。

回帰方程式の予測の精度を考える2

すなわち、回帰方程式は目的変数と最大の相関係数が
得られるように説明変数を合成したものと言うことができ
る。

重相関係数R = rwy = ryy^ = Syy^/SySy^     (-1 ≤|rxy ≤ 1)

重相関係数Rが1に近いほど、予測値が実測値に近づ
いている。

また、それぞれの定義は異なるが、重相関係数は決定
係数の平方根になっている。

決定係数R2の欠点

決定係数R2は回帰方程式のあてはまりのよさを示す。

しかし、説明変数の数を増やすと決定係数は単純に増
加し、見かけ上の精度が上がってしまう。

この欠点を補うために自由度調整済み決定係数R^2を
用いる。

R^2 = 1- (n-1)/(n-k-1) (1-R2)
nは標本数 kは説明変数の数
R^2は乱数を説明変数に追加しても値が増加しない。



単位やスケールが異なるとき

最初の例

y^ = 46/33 + 118/33x1 + 140/33x2
投資額x1を100万円(1単位)増やせば生産性が3576万円向
上する

1単位を1万にすれば、偏回帰係数は100倍になるので見か
け上大きな影響力があるように見える。

データを標準化して回帰分析を行えば、(標準)偏回帰係数
が目的変数への説明変数の影響度を表現するようになる。

多重共線性の問題

独立変数間の相関が高すぎる場合には偏回帰
係数の推定量が不安定になる。

なくてもよい独立変数が説明変数に用いられて
いる。

相関の強い独立変数を取り除くか(VIF>10およ
びCI>15を指標にする)、新しい変数を加えるか、
相関する複数の変数を一つの変数に合成する
などの方法をとる必要がある。

残差の分析

回帰分析では残差が説明変数と無相関であることを仮定し
ている。

残差と説明変数に相関があるなら、その２つをプロットしたグ
ラフには直線的および周期的なパターンが生じる。

説明変数の選び方が不適当か線形関係以外の関係がある。

変数の変換(対数変換)や他の分析を用いる必要がある。

多重共線性と残差の問題がクリアできなければ回帰分析を
用いることはできない。

分散分析との違い

連続変量を扱うことができる。

変数間の交互作用を検討するかどうか

変数同士の積を交互作用項として投入すること
で重回帰分析でも交互作用を検討できる。

しかし、交互作用の一つのパターンしか検討で
きない。

SPSSによる重回帰分析

例題(Brooks & Meltzoff (2006)を参考に作成し
たダミーデータ)
生後10ヶ月児のどのような能力が生後18ヶ月に
おける言語成績をどれくらい予測できるかという
ことを調べたい。

SPSSによる重回帰分析

18ヶ月での言語能力を目的変数、10ヶ月での視
線追従、指差し理解、情動理解を説明変数とし
て考える。

とりあえず強制投入法で分析した結果



変数選択の手順

変数増加法 予測の精度を高める変数の順に追加。

変数減少法 予測の精度に高めない変数を順に削除。

ステップワイズ法 いったん追加された変数でも、他の変数
を追加したときに予測の精度を高めなかれば削除する(逆も)。
全組み合わせ法 説明変数のあらゆる組み合わせの中から
最も予測力の高い組み合わせを選択する。

変数間の相関

決定係数と重相関係数 回帰方程式の検定

偏相関係数とその検定 多重共線性の診断



結果の解釈

情動理解と指差し理解の成績は言語能力を予
測しない。

視線追従の成績は言語能力を予測するのに有
効な変数であると言える。

視線追従と指差し理解の間には有意な相関が
見られる。

VIFとCIは多重共線性を示していない。
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