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発表概要

• 最尤法によるex‐Gaussian分布のパラメータの
推定は100ほどの観測値が必要である

• QML推定法は40ほどの観測値でもよい

• QML推定を理解し、それを行ってくれるプログ
ラムQMPEを使用してみる（デモ）



復習：なぜRT分布？

• ある操作の効果（平均の差分）が生じた場合、どのような分布の変化に
よって生じたものなのかがわからない

例 初婚年齢が10年ごとに平均で○○歳遅くなっている。
– （１）分布全体が右にシフトした
– （２）右の尾（すそ）が長くなった
– （３）その両方が生じている

• ある操作の効果（平均の差分）が生じていない場合でも、分布には影響
しているかもしれない
– 例（４）分布全体は右にシフトしているが、右の尾（すそ）が短くなり、平均では

トレードオフされた

→これらの問題を解決するには、ある操作（要因）の効果が分布（の形状）に
どのような影響を与えるのかを分析することが必要である。

ex‐Gaussian分布を用いた分析はその一つの方法である
3
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ex‐Gaussian（500, 100, 100）
μ σ τ

τ=100の指数分布

μ=500, σ=100の正規分布
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ex‐Gaussian分布は

正規分布と指数分布か
ら「作られる」



１．最尤法による推定の問題

• ex‐Gaussian分布のパラメータを推定するとき、

最尤法を用いると説明した。

• しかし、安定した推定値を得るためには各参
加者、各条件で100ほどの観測数が必要で

あった。

• もっと少ない観測数では無理だろうか？



２．QML推定法

• Quantile Maximum Likelihood （Heathcote, 
Brown, & Mewhort , 2002）では、40の観測値

でも安定した推定値を提供するという。



２．QML推定法の概要

• 分位数に基づく推定方法
– p分位数：標本分布をp : 1‐pに分ける値のこと（pは0以上1

以下の値）

• 分位数を用いて、最尤法を行なう



２．QML推定法の概要

ステップ１ pを複数選ぶ

ステップ２ 対応する分位数（推定値）を求

める

ステップ３ 分位数間のデータ数を求める

ステップ４ 尤度の関数を最大化させるパラメー

タ推定値を採用する



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

ステップ１

ｐを複数選ぶ

0<p1<…<pm‐1<1

今回は…p1=.125 p2=.375 p3=.625 p4=.875
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２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

ステップ２

• QMLでは、分位数の推定値は隣接した順序

統計量の重みづけ平均値を用いている

– 順序統計量 RTを昇順で並べたとき、いちばん小
さいものが第1順序統計量になる



２．参考

参考例
RT1=100 , RT2=200 , RT3= 300 , RT4= 500

px=0.5に対応するpx分位数=qxは？

データ数は4つ。だから、4×0.5+0.5=2.5

qxは第2.5順序統計量といえる。それは、RT2とRT3の間

にある。

qx=200+(300‐200)*(2.5‐2)=250

100 200 300 500



２．参考

参考例
RT1=100 , RT2=200 , RT3= 300 , RT4= 500

py=0.8に対応するpy分位数=qyは？

データ数は4つ。だから、4×0.8+0.5=3.7

qyは第3.7順序統計量といえ、RT3とRT4の間にある。

qy=300+(500‐300)*(3.7‐3)=440

100 200 300 500

3.07.0
500*7.0300*3.0




qy



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

ステップ２（つづき）

• p1（=0.125）分位数は？

– 20 × 0.125 + 0.5 = 3  → 第3順序統計量

• p1からp4に対応する分位数の推定値は第3、
第8、第13、第18順序統計量である
（表1の太字のRT）
– これらの観測値をベクトルq=(431, 476, 525, 647)
で表現しておく。



２．QML推定法の概要
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２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

ステップ３

• 分位数推定値は観測値をセルまたはビンに
分割している

• 分位数推定値によって定義される各セル内
の観測値の数を求める（今回はセルは5個）



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

• 求め方（定義）は複数ある。

• QMLでは、次の方法を使っている。

ｎ= 全観測数×（p x － p(x‐1) ）



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

• 413(q0)～431(q1)のセルには何個の観測値？

20 * ( 0.125 ‐ 0 ) = 2.5（個）

• 431(q1)～476(q2)のセルでは？

20 * ( 0.375 ‐ 0.125 ) = 5

• 各セルのデータ数の個数を表す
ベクトルn=（ 2.5 , 5 , 5 , 5 , 2.5 ）が求まる



２．QML推定法の概要

ステップ１ 確率（割合）を決める

ステップ２ 対応する分位数推定値を求める

ステップ３ 分位数間のデータ数を求める

ステップ４ 尤度の関数を最大化させるパラメータ推

定値を採用する（最尤法）



復習：最尤法

• 母集団に特定の分布（e.g. 正規分布）を仮定

したとき、観察された値（標本）が最も確率的
に起こり得るようにパラメータを推定する推定
法のひとつ。
– 今回の母集団分布はex‐Gaussian分布である。



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

ステップ４

• 尤度LMを求め、それが最大になるパラメータ

推定値を探す

適合させる分布の
確率密度関数を ｆ

とし、その累積関数
を F とする

右辺が意
味している
ことは？



２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）

431 476 525 647

ex‐Gaussian分布の確率密度関数

この確率から
2.5個のデータ

この確率から
5個のデータ

この確率から
5個のデータ

この確率から
5個のデータ

この確率から
2.5個のデータ
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２．QML推定法の例（Speckman & Rouder, 2004）
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どうしてQML推定はサンプルサイズが小さくて

も安定した推定値が得られるのか？

Heathcote et al., 2004から

• QMLはmaximum spacings product (MSP) 
estimationを一般化したものといえる

– したがって、今まで最尤法だといっていたが、正
確には違う（see, Heathcote et al., 2004）

• regular problemではMSPは通常のMLに非常

に似て、漸近的推定特性（例：漸近的不偏
性）を持つ



どうしてQML推定はサンプルサイズが小さくて

も安定した推定値が得られるのか？

• irregular problems、つまり、長い尾をもつ分布、連

続分布の混合物、推定しなければならない最小値
を持つ分布（shift distributions）といったものの分布
の推定の場合にはMSPはMLよりも成績が良い。

• MLはこれらの条件、とりわけ、RT研究で使用される
対数正規、ガンマ、Weibull分布といったshift 
distributionsに対しては、不一致推定値が生じる場
合がある。それに対し、MSPは有効性を維持する。



どうしてQML推定はサンプルサイズが小さくて

も安定した推定値が得られるのか？

答え？

• RT分布は一般にゆがんでいる

• その場合、MLよりもQMLの方が望ましい推定

値の特性を持つ

• シミュレーションがそうだから？



モンテカルロシミュレーションHeathcote et al. 2002
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モンテカルロシミュレーションHeathcote et al. 2002

結果と考察
• QMLは一般にCMLよりも偏りが小さく、有効性が高

い。

• RT分布が対称に近いときはex‐Gaussian分布への

フィッティングは有益ではない
– A>0.15のとき（Kが2以上）、ex‐Gaussian分布を使用して分

布の形状を推定するのは安全



モンテカルロシミュレーションHeathcote et al. 2002

結果と考察
• QMLはex‐Gaussian分布以外の分布のパラメータの

推定にも使えるが、今回の結果を全ての分布で
QMLがMLよりも良いと解釈するのは危険。

• なぜならQML推定値の特性は使用される特定の密

度関数および分位数に左右されるからだ。
– Van Zandt(personal communication, April 2001)は、平均
100である指数分布から160のサンプルサイズを用いたと
き、QML‐4のパラメータの推定値はCML推定値よりも偏り、

誤差も大きかったことをみつけた。



３．QMPE

• QML推定を行ってくれるプログラム

– http://www.newcl.org/node/8
から無料で利用可能（マニュアルもある）

• 実行に必要なもの
– QMPE（本体）

– データファイル

– コントロールファイル



３．使い方

ステップ１ データファイルを書く

ステップ２ コントロールファイルを書く

ステップ３ Windowsなら、QMPEを起動し、

コントロールファイル名をコマンドに入力すれ
ば出力される



３．使い方 データファイル

• データファイル
– 2行

– 間はタブかスペースで区切る

– 1行目は索引番号（整数）

– 2行目はRT

1 453

1 232

1 454

2 654

2 343

2 481

3 532

3 376



３．使い方 コントロールファイル

• コントロールファイル

– 使用する分位数の数などを設定

– #で始まる行はコメント扱い

– 空列を入れずに書くこと

– １．～１２．の内容を記入する（次スライド）



３．使い方 コントロールファイル

１．「データファイル名」（プログラムと同じ場所にないと
きはパス名もいる） 例「01input.txt」

２．出力ファイルの語幹名 例「01output」など

３．有効桁数（解像度） 例「0.00001」

４．fitting mode
通常は「1 」のnormal modeで。（マニュアル参照）

５～７. convergence parameter（付属サンプルと同じで

よいと思われる）

８．適合させる分布 → 「1」= ex‐Gaussianを選択



３．使い方 コントロールファイル

９．通常の最尤法（「1」）、QML（「2」）。

１０．Data aggregation level：分位数に関する命令。外

れ値を最初から除外しているならば、分位数を最
大限とる「1」を選択すればよい。「2」なら分位数の
数を、「3」ならpの値を次の行から書く

１１～１２． １０．で「2」以上の値を選択した場合に使

用。



３．使い方 出力

WindowsならQMPEを実行。そして、コントロー

ルファイル名を打ち込めば、出力される

出力ファイルは2つ。

＊＊＊.par
– パラメータ推定値などの数値を含む。

＊＊＊.oe
– 使用された分位数などの数値を含む。



３．使い方（デモ）

• The English Lexicon Project (Balota et al., 
2007)から10人、各約35試行の語彙判断課題
のRTを使用して、QMLでex‐Gaussian分布に

フィッティングさせる

• 外れ値を事前に処理したため、分位数の数
は（データ数‐1）個使用する



３．使い方（デモ）

• .parの出力

• 左から索引番号・QML・データ数・分位数の個
数・exit code・収束までの回数・μ・σ・τ・μ
のSE



３．使い方（デモ）

• .oeの出力
• 左から索引番号・分位数のp・pに対応する分位数の標本推

定値・パラメータ推定値・対数尤度和への貢献度



４．40も多いなら…
• 階層ベイズモデルがもっと少ないサンプルサ
イズでも可能？



文献

Balota et al. (2007) The English Lexicon Project. Behavior 
Research Methods, 39, 445‐459.

Heathcote, Brown, & Mewhort (2002) Quantile maximum
likelihood estimation of response time distributions.
PB&R, 9, 394‐401.

Rouder, speckman, Sun, & Jiang (2005) A hierarchical model for 
estimating response time distributions. PB&R, 12, 195‐223.

Speckman & Rouder (2004) A comment of Heathcote, Brown, 
and Mewhort’s QMLE method for response time distributions. 
11, 574‐576.



文献（続き）

QMPE v2.18

Technical Manual for QMPE v2.18: Fortran code to fit response 
time distributions. Brown, Cousinau, & Heathcote

http://www.newcl.org/のページから「data and software」→
「data repository」→「Recognition memory frequency data」

または、 http://www.newcl.org/node/8 

QMPEとそのマニュアルが利用できる



終わり


